R.VOGEL-FORSCHUNG Mitteilung 13/4 -1-

r.vogel@vogel-labor.de

R. Vogel

Der Widerstand von kugelformigen Teilchen Cw(Re) in NEWTON-Fluiden
- Approximationen fiir ausgewidhlte Re-Bereiche -

Vorbemerkung

Die Sinkgeschwindigkeit eines Teilchens in einem Fluid erhélt man aus der Bilanz der wirkenden
Krifte. Die darin der Bewegung entgegen gerichteten Widerstands-Kréfte werden pauschal durch den
Widerstandsbeiwert C,, (Re; Bm, etc.) fixiert. Fiir kugelformige Teilchen in einem NEWTON-Fluid ist

C, (Re) bekannt und von H. Schlichting ') umfassend dokumentiert.

Im Bereich sehr kleiner Re-Zahlen, wo Zahigkeitskréafte dominieren, kann die Sinkgeschwindigkeit u

ausschlieBlich an Hand der Stoffdaten aus der Stokes-Zahl in einfacher Weise aus

dg|A d’gl|A
s—delel g u= 8l (1
nt 18 n
d
. , . . P LT 5 T 3
ermittelt werden. Ansonsten folgt aus dem Kriftegleichgewicht  C,, Ec Zd = |Ap| ggd
4 A
die Sinkgeschwindigkeit zu = |+ 98 1l )
3G, p

Mit C, =24/Re  (nur fiir den Stokes-Bereich giiltig) erkennt man, dass c¢=u ist.

Eine Nutzung von GL(2) setzt die Kenntnis von C,,(Re) voraus und zwar explizit. Daher wird im

Folgenden versucht, diese vom Stokes-Erkenntnisstand ausgehend, zu fassen.

1) Grenzschicht-Theorie, Verlag und Druck G. Braun, Karlsruhe, 1951, S. 51
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Die Ausgangsposition

Die nachfolgend zur Verfiigung stehende Dokumentation von Schlichting /1/ wurde digitalisiert und

bildet die Grundlage fiir alle mathematischen Interpretationen.

4001\ o
200 }‘%,
Cw

700 My 1

g \“\ Messungen T

60 4 fressungen

40 o Schller ~Schmredel

™y ® [iepster
20 ‘ SN o Allen AR
A 2 e 7921

10 _ :

2 - N 7925}W/eselsbe ger

& N

4

@ TN ™

? e

1 s

08 [— —

06 - ] co

04 =R g

02 . %

‘ : A

o7 . k\ T 5

oo | &

2 468 2 4 68 2 468 2 468 2 468 2 468 2 468

1077 109 107 102 103 0% 10° 108
/|
Re= \-VQ

Abb.1  Der Widerstandsbeiwert von Kugeln in Abhéngigkeit von der REYNOLDS-Zahl aus /1/.
Kurve (1) nach STOKES ; Kurve (2) nach OSEEN.

Aus der einschlédgigen Literatur sind zahlreiche Approximationen der Schlichting-Funktion bekannt
/4/, die sowohl den gesamten Verlauf als auch nur Abschnitte mathematisch abbilden. Je nach Ver-
wendungszweck stimmen dort Abbild und Original oft nur streckenweise oder gar nur punktuell {iber-

ein.

Sachverhalte und Ergebnisse

Wird der Widerstandsbeiwert C,,(Re) z.B. mit Hilfe von
Cy = ﬁ+ 4

Re +/Re

beschrieben, so muss bedacht werden, dass dieser Ausdruck nur fiir eine grundsitzliche Orientierung

+0,4 ) in den Grenzen 10< Re<2-10° (3)

geeignet ist, da er teilweise erheblich von der Realitdt abweicht.

2) A. Kaskas, Berechnung der stationaren und instationdren Bewegung von Kugeln in ruhenden und
stromenden Medien, DA. TU. Berlin, 1964
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Besteht die Absicht, eine Kugel-Kennlinie zu berechnen, miissen bessere Approximationen verwendet
bzw. gefunden werden. Hierzu ist es hilfreich, anstelle von C,,(Re), den Funktionsverlauf St(Re) zu

nutzen. Diesen erhilt man aus dem Kennzahl-Quotienten

C, = 45t mit der Losung St = 3 CyRe . 4)
3 Re 4

Diese allgemeine Aussage schliefit im Speziellen mit ein

e St=18 bei C,Re=24 (fir schrkleine Re-Zahlen, (5)
sowie anderseits flir sehr grof3e aus C, ~0,4=konst. folgend, die Asymptote

e C(C,Re~0,4Re bzw. St%%O,4Re:0,3Re ) (6)
Die Proportionalitit — G1.(4) — heit auch, dass eine Betrachtung von St(Re) durch C,, Re(Re)

ersetzt werden kann. Beachtet man weiterhin die Aussagen GL.(5) , so werden mit einer Funktion
(CWRe-24) (Re) die iiber den Stokes-Bereich hinaus wirkenden Kraftanteile erfasst. 4bb.2 zeigt das

aus Abb.1 resultierende Ergebnis. Aus der doppeltlogarithmischen Darstellung dieser Funktion

—o— Schlichting digital ———Asymptote
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Abb.2  Die digitalisierte Schlichting-Funktion in verdnderter Gestalt (C,, Re-24)(Re) sowic
die Grafik (C,,Re/24)(Re) mit realer und fiktiver Asymptote.

kann man ablesen, dass diese wenigstens abschnittsweise durch eine einfache Potenzfunktion be-

schrieben werden kann. Z.B. in Form von

Re??
6

24 4 24

C,Re—24=4Re’” dh. Cp =t = [IF (7)
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Akzeptiert man Abweichungen von der digital. Schlichting-Funktion bis zu +4% , so darf diese Be-
zichung bis zu Re <800 genutzt werden. Solche sowie vergleichbare Ausdriicke sind vielfach zu

finden /4/5/, meist jedoch ohne Genauigkeitsangabe.

Weiterreichende Approximationen bis in den Asymptoten-Bereich bediirfen einer anderen Basis. Hier-
fiir ist die relative Stokes-Zahl (St/18)(Re) von Nutzen, die in Gestalt von (CjRe/24)(Re) im rech-
ten Bildteil von 4bb.2 zu finden ist. Schliet man vorerst den hauptséchlich durch Trégheitskrifte
bestimmten Funktionsteil aus, ignoriert also

b

jRe , ersetzt sie durch eine fiktive mit der Steigung %Re , S0 kann

die ,reale‘ Asymptote

C,Re
24

=1+ %Re +a f(Re) Grundlage fiir eine Approximation sein. Legt man ihre Reichweite mit

Re =~ 2000 fest, so erhilt man iiber den Schnittpunkt beider Asymptoten den Wert 5=0,35 ; es
bleibt eine Aussage zu a f(Re) . Nach Augenschein kommt hierfiir u.a. eine tanh -Funktion in Frage.

Eine schrittweise Anndherung an den Schlichting-Verlauf durch Variation der Funktionsparameter

erhilt man schlieBlich bis zu Re =2000 hin, eine Erweiterung der Stokes-Beziehung in Form von

CuRe 1 035 pot3 tanh(0,0421ee2/3)]=ﬂ : (8)
24 24 18
woraus letztlich der gesuchte Zusammenhang
c, =24 [1+3 tanh (0,042 Re** )| + 0,35 9
Re

folgt. Mit abnehmendem Re nihert sich diese Losung der Stokes-Aussage, anderseits gibt sie mit dem
Randwert C,, =0,4 die Giiltigkeitsgrenze dieses Ausdruckes wider. D.h. G1.(9) ist fiir alle
Re <2000 nutzbar.

——GI.(3) entsprechend ====zu GI.(9)
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Die Genauigkeit der Approximation ist aus Abb.3 ersichtlich. Danach liegen die relativen Abwei-

chungen vom digitalisierten C,, -Verlauf bei max. £2%, also im Bereich der Digitalisierungsfehler.

Mit Abb.3 wird ebenfalls der relative Fehler von GL.(3) angezeigt. Demgegeniiber weist G1.(9) eine

erhebliche Verbesserung auf, wenngleich der Giiltigkeitsbereich unterschiedlich ist.

Fazit

Die bekannte, vom Stokes-Postulat ausgehende, insgesamt experimentell belegte Beschreibung des

Widerstands einer Kugel in NEWTON-Fluiden, wie sie in /1/ in Form von C,, (Re) festgehalten ist,

kann sehr gut wie folgt mathematisch gefasst werden:

Fiiralle Re <2000 gilt C, = 123_4 143 tanh (0,042 Re™*)| +0,35 (9)
e
Flir Re >2000 gilt ,, = const. (10)

im Speziellen C,, =0,4 fiir 2:10° < Re <2-10" .
Auf dieser Basis kann die stationédre Sinkgeschwindigkeit von kugelférmigen Teilchen bzw. die Steig-
geschwindigkeit von Gasblasen in NEWTON-Fluiden mit Hilfe von G1.(2) bestimmt werden.
Im Einzelfall kann es vorteilhaft sein, an Stelle von G1.{2) den Ansatz G1.{1) zu nutzen und dort fiir

St =18 die Abhingigkeit St(Re) einzufiihren.

Wird fiir den Bau von G1.{9) anstelle der tanh- gezielt eine exp -Funktion verwendet, so erhdlt man

unter gleichen Voraussetzungen bzw. Einschrinkungen

_24
Re

3

Cn B exp(0,04 Rem)

+0,35 (11)

bei gleicher Giiltigkeitsspanne Re <2000 .

Beide Approximationen — GIn.{9) und (11) — werfen die Frage nach dem Gewicht der Klammer-| ]-
ausdriicke auf. Bei grolen Re -Zahlen beschrinkt sich dieses auf den Zahlenwert ,4° und es darf ver-
einfacht

Cp =2 10,35 (12)
Re

gesetzt werden. Dieses Resultat ist nur fiir den Bereich 400 < Re <2000 annehmbar.
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Verwendete Formelzeichen, Abkiirzungen und Indices

cu [m/s]
c,:c, [
d [m]
g  [ms’]
a b;m [-]
Re [-]
St [-]
[Pas]
p [keg/m’]
px  [kgm’]
Ap  [kgm’]
I
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